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静止流体中における等温回転円板上の
層流境界層の研究
積分法による速度，温度分布の一計算←
岸浪紘機・斎藤 図・戸倉郁夫
Studies on Laminar Flow due to a Isothermal 
Rotating Disk in Still Fluid 
- A Calculation of the Thermal and Velocity Boundary 
Layers by the Integral Method-
Koki Kishinami， Hakaru Saitδ 
and Ikuo Tokura 
Abstract 
1、heanalysis of the thermal and velocity boundary layers on the isothermal disk rotating 
in stil fluid is important for its practical use 
As to the velocity boundary layer， an approximate solution was presented by von Karman1) 
in the五rst，then the numerically calculated exact solution by Cochran2) was followed 
On thc other hand， for the thermal boundary layer and the heat transfer from an isothermal 
rotatin記 diskto乱mbientfluid， an approximate solution after th巴 Karman'svelocity profile was 
reportccl by ¥Vagner訂正日ldthe exact solution after Cochran's by Millsaps ancl Pohlhau同 n4) and 
by Sparrow and Gregg5) 
This paper proposes a new methocl6)，7) of approach 10 the problem， by improving thト
se approximate analysis‘ 1勺rtheremore，the results obtained art' cliscllssed critically， comparing 
with the results of the authors above mentioned 
1.緒雷
抑止した粘性流体中で、回転する門板の熱伝達は，たとえば，タービンなどの同転機器の伝
熱現象と関連し，工学上重要な問題である。この種の問題はヲ Na，市r-Stokes運動量方程式，
およびエネルギ一方程式を境界層内に適用し，さらにそれらを円筒座擦に変換することにより
解かれる。最初， Karman1)は1921年，等角速度の軸回転対称流として円板の端部の影響を無
視した回転円板上の速度境界層に関し，積分法による近似解を提案した。そこでは，速度場を
円周方向および半径方向に関する 2つの運動量方程式で記述し，速度境界層厚さと壁面におけ
る速度勾配とを未知数として含む円周方向，および半任方向速度プロフィルより近似解を誘導
している。この結果，間流状態においての速度境界屑厚さは回転門板上において一定値を有す
(293) 
924 }fi浪紘機・ 3斉藤 図・戸倉郁夫
ることを明らかにした。 Cochran2)は1934年，上記の Karman1)方式を発展改良した後，全く
別の子法で、数値的に 2つの運動量方程式を解いて厳密解を算出した。
づ'j，同一状態の等渦壁回転円板土の熱伝達問題に関して Wagner3)は1948年， Karman1) 
の速度分布を用いてエネルギ一方程式から温度分布を算出するプロフィル解を提案し， 7R気
(Pr=O.74)に対する熱伝達率を数値積分で決定した。 Millsapsおよび Pohlhause4)は1952年，
ほぼ同様の方法で Cochran2) の速度分布の厳密解を適用して Pr 数 O.5~10 の流体に対する熱
伝達率を求めた。 Sparrowおよび Gregg5)は1959年，電子計算機によりさらに広範開の P，
数に対する熱伝達率を求め厳密解を得た。以降，様々な条件下における多くの解が発表されて
いる。しかし，これらの多くは，その解法が極めて複雑であることは否めない。
そこで，本報では温度プロフィルを仮定して，既知の速度プロフィルと組み合せ積分法を
用いることにより，この問題の解法の簡易化を試みた。すなわち Karman1)の方法において
欠けていた境界条件を 1伺追加することにより速度プロフィルの近似精度を向めへ温度境界
四厚さを未知数とする温度プロフィルを仮定しその速度，温度プロフィルをエネルギー積分
形釣合式に代入することにより祖度境界層厚さと P，数の関係式を求め，稲々の P，数に対する
熱伝達率7)を計算した。
そして，その計算結果を従来の諸解と比較検討することにより，この解法はほぼ十分な精
度の近似解を与えるものであることを示した。
使用記号の説明
r: 半径方向距離
z: ijlh方向距離
θ; 円周方向
U，・ 半径方向速度
Uz: *1方向速度
目: 円周方向速度
T: 流体温度
1 熱伝瑳率
九. 局所熱伝達率
ρ' 流体密度
P: 流体圧力
).! :動粘性係数
ω: 円板角速度
2. 理論的考察
汀1
日1
m/s 
m/s 
m/s 
。C
kcal/m.h.OC 
kcal/m2・h・OC
kg・s2/m4
kg/m2 
m2/s 
1/5 
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ん:温度伝導率 (k=}./C〆ρ)
Cμ: 定!王比熱
ff: 粘性係数
ミ。: 無次元速度境界屑厚さ
ご0'・ 無次元温度境界!問手さ
m2/h 
kcal/kg.oC 
kg's/m2 
図1 座標および記号
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ご: 無次元独立変数 (~=zN)/;;) 
H: 無次元軸方向速度 (H(ミ)=Uz/r・耐)
F: 無次元半任方向速度 (F(ご)=Ur/1'・仰)
G: 無次元円周方向速度 (G(ミ)=Uo/1'・削)
θ: 無次元温度 (θ(ミ)=(T-T，∞)/(Tw- T.∞)) 
P: 無次元圧力 (P(~)= P(z)/(p'))'ω)) 
suffix w，∞は，壁面および境界屑外縁を意味する。
Nαγ=九・(ν川)1I2/A: 回転円板上局所ヌッセルト数
R"士 1'2.ω/ν. 回転レイノルズ数 Pr=Cp・p/A: プラントノレ数
2.1 基礎微分方程式および境界条件
円筒座標に対する 1'， (1および z軸方向の運動量方程式は各々つぎのように表わされる。
oUr ，Uo oUr m， rr oUr 1 OP Ur. ";'.+ー よ一一一一一二+Uz'一一一一・一一o1' r Oθ l' ， ~Z oz ρ o1' 
十 {82Uγ1 oU， ι o2ι20U32U，} 山 一+・一一一一 十 一・ 十一一一 i¥ or '1' Ol・ J.2 ' J・2.Oθ2 r・2 o(l ， oz2 J 
oUo ， Uo oUo ， U，.' Uo ，Tr oUo 1 OP Iλ・----"一+一一・τγ十一-L-E+U.-r-z一一・一一石
01' l' 011 l' oz ρ r・011
+).( j~~o +l_. oPIJ_ y: + ~2~~0 + 20 • ~打♂Uθν・I":"，:::--?u 一一一一γ 十一一一 一・ーよ+":1':2" ) ¥ or2 r 日r 1'2' r2.oθ2 'r2 o(l ， Oz  J 
oUe ， [九日Uz，Tr oUz 1 oP u.，・rJ三十ー ヱ・τ 万三十EYJ-T一=一一・1ー。l' r IJσ az ρ OZ 
+v.(肌 1 oド町♂よ司 之斗十7寸す+←一一一)01'同 γ (}r ' r2 • 口(J2 ' oz2 
????
(2 ) 
(3 ) 
連続の方程式はつぎのように表わされる。
日【ん/or-トU，/r十oUo/r・ao十日Uz/oz= O. 
エネルギ一式は散逸項を無視することにより，つぎのように表わされる。。T Uρ oT ，rT oT ，! o2T ， oT o2T o2T ¥ U，・o;'+プ・ ao+Uz・3Zzk-(Ij計百十万戸a:Z) (5) 
(4 ) 
速度場に対する境界条件:
z = 0; Ur = 0， Uo = l'・ω，Uz土。
.<C∞ U，=O， [ん=0， oUr/OZ = 0， oUo/OZ = O. 
?? ??
??
温度場に対する境界条件:
Z=O; T=Tw・ 'T ∞;T = T=， oT/oz = O. ( 7) 
ここで，回転円板端部の影響を無視し等角速度の軸回転対称流とすれば，式 (1)，(2)， (3)， (4) 
および(5)中の θに関する微分項は消える。また Karmanの境界層理論を適用し，速度境界屑厚
さむは r，(1方向の口rnerに比し極く薄いと考えれば， r， [Jr) Uo. Tおよび ρの orderは1
と，Z の orderはお(l;}>Eo)と考えられる。そこで連続;式(4)にこれらの orderを適用すれば，
(295) 
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釣合上両辺の各項は1の orderでなければならぬ故，Uzの orderはむと定まる。同様に，圧
力項は Bernoulli式を適用し，運動量式にこれらの orderを適用すれば，r，θおよびz方向運動
量式(1)，(2)および(3)の両辺の各項はおのおの 1，1，おの orderでなければならぬ故， νは誌の
orderと定まる。またエネルギ一式については，温度境界層厚さ COtが速度境界屑厚さむとほ
とんど等しい (COt今ゐ)と考えれば，釣合上I可辺の各項は 1の orderとなり，んは 512の order
と定まる。以との考察によって各方程式はつぎのように簡単化される。
。Ur ，rr aUr U~ a2u， 
f 方向運動量式 U，・1子乙+Uz・1ミ--7-ET
au. ，TT auo ， Uo・Ur am θ方向運動量式: ι ・ ~a';." +Uz・守主一十 r ν・百三t
auz ，TT au. 1 ap， a2uz z方向運動量式 ur'一「十U ・ =一一一一+ν・一一。r '~2 aZ .0 aZ ，- aZ2 
-日u~ ， U，. ， au~ 連 続 式 ~arr_+プ二十 ~a~"- = 0 
aT ，" aT ， a♂2T 
守
エネ/ルレギギ、)戸{叩式 uλん，.可 υr一乞 az-" aZ2 
(8 ) 
( 9) 
(10) 
(11) 
(12) 
2.2 基礎微分方程式の無次元化と積分形釣合式の誘導
方程式を簡単化するために， Karman1)の変数変換を行ない無次元化する。
ご=Z・イL戸(独立変数)， U，.=r・ω・F(c)， Uo=r・的.G(ご)
Uι=1・U).H(c)， P(z) = ρ・ν・(I).P(ご)
??
?
?
??
、•• 
?
、???
ここで，F(c)， G(ご)および H(ご)は r，(jおよび z方向無次元速度合怠味する。
(10)および (11)は上の無次元変換により，おのおのつぎの常微分jj程式となる。
f 方向無次元運動量式: P(c)十F'(ご).H(c)-G2(ご)-F"(ご)=0
。方向無次元運動量式 2・F(ご).G(c)十J-I(c).G'(ご)-G"(ご)=0
z方向無次元運動量式 :P'(ご)十H(c)'H' (c)-J-I" (ご)=0
式(8)，(9)， 
? ? ? ??
?? 式 2・F(c)十町(ご)=0
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
ここで， 円板上全面を等温と考えているので， 無次元前i度 θ(ご)(t1u克関数)は独立去を数三
のみの関数となり，つぎのよう表わすことができる。
θ(ご)=(T-T，∞)j(Tw-T∞)
エネルギー式(12)は式(13)，(18)の変数変換により，つぎの常微分方程式となる。
θ"(ご)-P".H(c)・θ'(c)=0 
速度場に関する境界条件の無次元化:
(18) 
(19) 
ご=0 ; F(O) = 0， G(O) = 1， H(O) = 0 
c=∞; F(∞)=0， G(∞)=0， F'(∞)=0， G'(∞)=0 
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祖度場に関する境界条件の無次元化:
ご=0;θ(0)=1: ミ=∞ ;θ(∞)=0，θ'(∞)=0 (21) 
運動量方程式の積分形化
7"， 0方向運動量方程式(14)，(15)をごに関してOより速度境界層厚さむまで積分し，連続
式 (17)および境界条件 (20)を適用すれば， つぎの運動量積分形釣合式が得られる。
f 方向運動量積分釣合式・ 3. ~:o p2 (~).d~ _ ~:o G2(ご)dtzdL (22) 
。方向運動量積分釣合式・ 4. ~:o F仰向).d←-(芸人。 (23) 
エネルギ一方程式の積分形化
エネルギ一式は， 温度場と速度場のあるところで適用されるのであるから，温度境界層厚
さをごotとしてつぎの二つの場合に分けて考える必要がある。
I) 
ミ。 >~Ot の場合
エネルギ一方程式 (19)をごに関して Oより 502まで積分すれば， つぎのようになる。
jzd…;(/必(~)OF必-pjom)15-d日
エネルギー積分釣合式.
(ço>~Ot) 
むくらtの場合
p'ot Vfr-¥ C!1f-¥ Jf- I dθ(c) I 
2・pp'~o F(ç).e(ご).dトー I~dτ|日
(24-1) 
(24) 
この場合の積分は， 信分第2項tj，の H(ミ)がご>ごotで H(ご)=H(~o)= 一定となるので O
からむまでと，むから COIまで、の二つの積分にわけで計算する必要がある。
jtd(ミ) 150 d(tJ Z川同 13 必-PUFf)u£一日(co)'t d~i~) . dc] = 0 
|で)[02311(ofodH山 18(c)I:']-ー|川町内!-jv附)山ω = 0 
1
州)I I州)I 1 -1ト一 ↓ド10-1'，'[ドトH町(ぽ5らω0)的川州0心山)川一J引引n叫l(ん{d三 1，会/ I dミ l
r~o dH(t;) C1/!'-¥ _:U" I TT{p. ¥ t:llr- TT{r-¥ D/r-¥1 -)0 ':':icIt .e(~).dご +H(~o) ・ θ (~ot)-H(ço) ・ θ(ゐ)1 = 0 
(25-1) 
(25-2) 
(25-3) 
ここで，連続式(17)および境界条件(20)，(21)を適用すれば， つぎのようになる。
エネルギー積分釣合式:
fco 
Dlf-¥ Q/，"¥ _;]f- I dθ(c) I 2'Pr'~0 F(ご)・ θ(ご).d~=-I~dτLo (25) 
(ミ。<;Ot)
円板表面上の局所熱伝達率んは定義より， つぎのようにあらわされる。
ん=-;'.(òT/iJz)z~o/(Tw- T∞) (26) 
(297) 
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上式を変数変換式(13)および(18)により変換すれば， ヌッセルト数はつぎのようになる。
N仙=ん・(ν/ω)ν2/2=一 (dθ (f;)/df;)<~o (局所ヌッセルト数) (27) 
2.3 速度プロフィルの仮定と運動量積分形釣合式への導入
ここでは，浮力の効果を無視することにすると運動量式だけから速度場が定まり，その述
度場とエネルギ一式から温度場が定まる。そこで， 速度に関する境界条件式(20)を運動量式
(14)， (15)に代入すれば，rおよび θ方向無次元速度 Fおよび Gの二階微分に関してつぎの境
界条件が定まる。
f; = 0; F"(O) = -1， G"(O) = 0: f; =∞; F"(∞) = 0， G"(∞) = 0 (28)， (29) 
極限値∞を速度境界層厚さむに置き換え，さらに壁面における f方向無次元速度 F(f;)の
未知の速度勾配を条件化し，つぎのようにおく。
f; = 0; F'(O) = laF(r;)/ar; I<~o = A (30) 
ここで，F(r;)および G(ご)の速度関数は式(20)，(28)， (29)および (30)のそれぞれc6個および
5個の境界条件を満足させるように，それらを去の 5次式および4次式で近似して表わす。
F(ご)口α+b・5十c・f;2+d・53十e・54十f・r;5
G(r;) = a'十b'・5十c'・r;z十d'・C3+e'・e
(31) 
(32) 
未知定数 a，b， c， d， e， fおよび a'，b'， c'， d'， e'は，F(ご)および G(ご)の境界条件 (20)，
(28)， (29)および (30)から定めれば，つぎのような速度プロフィルが得られる。
(， r; ¥3 (ル(3・A 1 ¥ "?¥
半径方向速度プロフィル F(ご)=(1一石).(A.r;+ヤEJ一:2卜刊 (33) 
円周方向速度プロフィル :G(r;)斗1一手y・(H--t~ i (34) 
¥宝o/ ¥ Co / 
速度プロフィル (33)，(34)を運動量積分形釣合式(22)ヲ (23)に代入すればつぎの結果を得る。
_Q_.A ・，::~_ 1三一・βfzJL
315 •• >U 1260日ご。
民2 .?? 23 .." 1 "0 23 一 .A2・r;o一一←一.A・昂十一一一・5bー←一一・-;0=.-i 1155 '.[1 'co-3080 '.{"1'COT 3080-'co-l乙b
これらの2式より Aを消去すれば，つぎの誌に関する二次式を得る。
2.3578 X 10-5 X r;8-1.3003 X 10-1 X品十21.493= 0 
(35) 
(36) 
(37) 
この根は，ご。=土3“614および土5.339となる。 co=3.614を解とすれば，境界値 F'(O)=Aお
よび G'(O)は式(35)および(34)より定まり，これらの速度プロフィルが定まる。
ご。=3.614; F'(O) = A = 0.533 ， G'(O) = -0.554 (38) 
なお，垂直方向無次元速度 H(ご)は，連続式(17)の積分として与えられ (F(引の積分)，速
度プ P フィル式(33)を用いればp つぎのようになる。
(298) 
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汀(c)=-2.):F(ご).dc
=-A・c2+c3/3一(3/(2・co)-6・A/認)・c4/2
一(8・A/昂 3/(2・誌)・2・昂/5一(1/(2・cij)-3・A/cg)・品川 (39) 
ご方向無次元圧力 P(ご)は z方向運動量式(16)を積分して，つぎのようになる。
P(ご)-p(O)=H2(ご)/2+2・F(c) (40) 
なお Karman1)の速度プロフィルは，ご二∞における二階微分の境界条件 (F"(∞)=0，
G"(∞)=0)式 (29)を考慮、してないために，F(ミ)および G(と)は 5の4次式および3次式で近似
してあらjっさオL，つぎのようになる。
(~ CVfAt，(2・A 1 ¥ C"，¥ 半径方向速度プロフィノレ : F(計二(1一一ト(A・s;+(一一一一).cz) (41) ¥ ~ :;0) ¥ ~~ > '¥ Co 2) > ) 
円周方向速度プ口フィノレ G(ご)=(1-fY・(1十一三-) (42) ¥ご。)¥ ~， 2・coJ
速)交プロプィル式(41)，(42)を積分形釣合式 (22)，(23)に代入することにより， つぎのよう
な解が与えられ， よ二の場合の速度ープロフィルが求められたことになる。
ご0=2.78; F'(り)ニ A= 0.54， 0(0)ニ-0.54
H(ご)および P(引については前述と同様にして得ることができる。
1.0 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
。
P司 R
o 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
国2 速度境界層
(299) 
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|必 2には r，0， z方向無次Jl:速度 F(三1，G(f)，日(ご)および無次元圧力 P(f;)に対する Coch-
ran2)の厳密解を実線で， Karman1)のプロフィルを点線で，本械のプロフィル6)を一点鎖線で
比較して凶示した。
2.4 温度プロフィルの仮定とエネルギー積分形釣合式への導入
付i限Í!r'(∞をj品!文俊治~!日l￥さ COtにおき換え， i品)主1坊に|対する境界条件(21)をエネノレギ一
式(19)に代人すれば， 1!t~次;心温度 θ(ご)の二階微分に|却するつぎの境界条件が得られる。
ご=0;θ"(0) = 0 :ご=;01;θげ(ご0，1ニ() (44)， (45) 
無次λ~制度 θ(おは， ぷ(21)，(44)および (45)にボした 5個の境界条約を満足せねばなbな
いので，それをごの 4次式で近似して表わす。
θ(三)= a" +b"・f;+c"・e+d"・53十e"・f;4 (46) 
境界条件(21)，(44)および (45)より未知定数 μぺb"，cぺdぺcげを決定すれば， iM.J長ゾロブ
ィルはつぎのようになる。
θ(ご)=1-2・(;/f;o，)十2・(ご/1;0，)3-(f;/f;o ，)4 (47) 
温度プロプイノレ式(47)および速度プロフィル式 (33)をエネパ/ギー積分形釣合式(24)および
(25)に代入すれば，それぞれつぎの関係式が得られる。
むと。>ご0'の場合
2ι~~O'(1_ 去Y. {A ぺ2f-t)32}
(ト2.(え)+2.(ιy-(引いご ;01ιヌ】 (24)' 
(~iIÕ- 3~t ).-%f; +( j3_~~---:/ÇÕ)' t~~ 河 ~r-3i百十冨 五百.!o-
十 (2~f~_6~t )'2~O';3'--~4 .;tt+ ~~ ';5，-) 一一一 ーし 弓汁一品一~- = 0 ・;0 ;5  80、t 8 、 15 久 (48) 
Il) おくご0'の場合
2PTj:(1-iY(A H(子会).;2}
(ト2.(乙)十2.(訂-(討}.d←乙 ，25)' 
(~_.çr，忍)立gd~( ~~--!O5 .A.;O)ゐ31b3To-'苦0-120 ・、ot -f- 回一市•  . 3. f;d ，-1;，.・主0'
/ワ民 1 .< ¥ _~ A _<. 1 ヴ+1一三一.A・認- ・;8¥・50一一-.;Lr..eR+一一一・吋ニ Oベ 5'.cJ.'<，0-504 '<;0;-<'0'-180 '''0'1680 '';(1 (49) 
この場{~'"， ./1 およびむは既知 C あふから，点 (48) および (49) は ;0' に I~Jずる代数:)j程
ある。したがって，式(48)および(49)は適当な数植解法を用いることにより種々の P，数に対
(300) 
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する cotについて解くことが可能である。温度プロフィルはごotを式(47)に代入することによ
り得ることができる。 これらの結果を用いれば， 局所ヌッセノレト数 N仰は式(27)によりつぎ
のようにして算出できる。
???ー 。?
0.4 
0.2 
。。 3 4 5 6 ZI亨2 
図3 j温度境界層
表1 本報の結果と厳密解によるヌッセノレト数
厳盤解 本 面平 (1) 本解 (立)
Pr故 N u r N u r 誤差 N u r 誤差
0.01 0.0087 0.1136 17.59 0.0旦60f.l至1.3 30.4 
0.1 0.0765 0.1335 ~1 .1一望号一 今ら 回Q坦旦 35.20 ー26.4
0.3963 0.3682 5.431 一τ070.3684 5.429 ~7.05 
2 0.538本 0.5534 3.614 2.86 0.5534 3.614 2.86 
」よ立山 341 1.1675 1.713 2.94 。¥10 I 
100 2.6871 2.8195 0.709 国製一
1000 6.2048 6.3509 0.315 2.41 
(301) 
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Nllr = hr.(ν/ω)山/Aニー (oθ(ご)/o/;)ド 0=2//;01 (50) 
図3は，このようにして求めた各 P，数に対する温度プロフィル(--点鎖線)を示したもの
である。 なお本報で，式(48)および(49)は Newton-Rapson法によって各 P，数に対する >01
の値を解いた。比較のため， sparrowおよび Gregg5)の厳密解(実線)もあわせて 1記入してあ
る。表 lには，本報の局所ヌッセル卜数 N'tl と上記 sparrowらの厳密解5)によるものとを種
々の P，数に対し，比較して示したものである。なお，局所熱伝達率九は式(50)より，位置
f に無関係に一定なることがわかる。
3. 検討および考察
図2は，本報の計算結果による r，(}， z方向無次元速度 F(ご)， G H(/;)および無次元圧
力 Pl/;)を， Cochran2)の厳宿解， Karman1)のゾロフィル解に対比させて図示したものである。
この図によれば， 本械のゾロフィル解6)は Karman1)のプ口プィルWI'に比し速度位以)叫がんき
くなり，速度および医力分;(Ijは厳省解2)に近いものとなる。円#i表面i上の速度勾配 G'(O)および
F'(O)は3%および1.4%の精度向上を，境界!吉j外縁における速度目(∞)およびtEJP(∞)はそ
れぞれ 10%程度の精度向上を示す。しかし伝お Cochran2)の厳密解によれば境界uUG'(O)およ
び F'(O)値は --0.61および0.51であるので，本限の積分法による境界伯 G'(())および、 F'(O)の
誤差は -9.2%および +4.3%にもなる。
なお， この回転円板一ji[j側に作用する回転モーメント 11(kg-m)および吸い込まれる流体
量 Q(m3/s)は，本報の積分法によればつぎのようになる。
M= );2π 1"1μ 川
= -1/ρ2.π.R4仁.ρ.ベ(l.!ν.印3可)1/必2.G'(ゆ0) (泳k王g幽-m) (51) 
十 2rRj:q|U，!?2R dZ2062π R2.，J-';:-; ??????、 ー、?? (52) 
ここで，Rは回転円板半径を意味し，厳密解2)によればQは().886 . ;r . R2 . ，J-~-.-;; . eある。
表 1 は本報の局所ヌッセルト数 Nn • と Sparrow および Gregg による厳密解5) を比較した
ものである。 これによれば， プロフィル解(48)は P，数2以上に対し誤差4.9%の範l団内で厳
密解と A致する。一方プロフィル解(49)は P，数 0.1以下に刈し誤差が大きく適用出米ないこ
とがわかる。計算から I，J，]プロフィル解(48)，(49)はP，数 2においてご01= Co = 3.614となり，
温度境界層と速度境界層の厚さは等しいこととなる。したがってむ>ごotの場合に対するプロ
フィル解(48)は Pr数 2以上に対して適用出米ることがわかる。しかし 7%程度の誤差を許せ
ば式(48)はP，数 1以とに対して適用しうることになる。他方ご。<cotの場合に対するプロフィ
ル解(49)は Pr数 2以下に対して適用出来るはずで、あるが，誤差7%を許しでも P，数 1-2程
(302) 
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度に適用が限定される。しかし，この式(49)はP，.数 0.01に対して，式(48)で解けば誤差1300%
にもなるのを，誤差30%に抑えていることから原則的には誤りない解法と考えられ，その誤差
の主なる要因は図3に示した本報の速度プロフィル H(;o)の境界層外縁における 30%程度の誤
差によるものである。 また Pr数 0.01で温度境界属厚さごotは330に達し，速度境界層厚さの
およそ 100倍の厚さになるために境界層理論による仮定 10t今Co"が成立せぬことになり， @l 
転円板端部の影響を無視してエネルギ一式(12)によって低 Pr数域の熱伝達を論ずることには
問題がある。 これらの温度分布を図3にP含数 1，2，10ラ100の各場合に対して厳密解5)と比較し
て図示する。 この図から本報の積分法7)による温度プロフィルは厳密解5)とかなり良く一致す
るこがわかる。
つぎに，本報の速度プロフィル6)のかわりにKarman1)の速度プロフィルを使用して同様の
千続きを行なった場合について考える。 Karman1)の速度プロフィルは，境界条件 c=O;G"(∞) 
コ 0，Fぺ∞)= 0を考慮してないので，温度プロフィルもこれに対応して境界条件c=∞;θ月(∞)
ニ Oを考慮しない。温度プロフィルが満足すべき境界条件は(21)，(44)の4個だけになるから
ごの三次式で、表わされることになる。 したがって温度プロフィルはつぎのようになる。
θ(ご)=1-3/2・(ご/;ot)+1/2・(三/ご凶3 (58) 
温度プロフィノL式(53)とKarman11の速度プロフィル式(39)を組合わせエネルギー積分形
釣合式(24)および(25)に代入すれば， それぞれつぎの関係式が得られる。
1) 
I) 
ミ。>ごOtの場合
2RJ7(1-i)2(A叶子-~)， ç2)'{1- ~ '(ç~J寸(?と)3} 'dc = _~ ， .~~ 
(4~ '-f --l(~J ー)/39AH14A331石口白;川町-w)晶子t+-io'ct-4 ' p;
ご。くごotの場合
(54) 
川 ~:o(1ず (AS+(Y-;)52)(14(計 i(-討jd5233:
(9A321 《dd i14Ad)丈 3 ご0' ー 01子、o 20・，O)'，"o汁 ¥"'40・'0-5一川 、Ot-2'P，. 一 (55) 
式(54)および (55)におし、て A=0，54，co=2.78であるので，上式は Pr数をパラメータとす
るミ0'のそれぞれ6次式および2次式である。 ゆえにある P，数に対するご01は式(54)，(55)を
解くことにより求めらJLる。 ヌッセノレト数は六(27)よりつ5のようになる。
N附田ニん・(ν/ω)山/J.= ー(日θ(ご)/aç)， ~O= 3/(2・;0') (56) 
(303) 
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表2 式(54)および (5)のヌッセノレト数
厳密解 本解 ( 1 ) 本 語手 (Iγ 
Pr数 Nur Nur 50t 誤差 Nur sot 誤差|
0.01 0.0087 00053 280.8 情'38.6
0.1 0.0765 % 0.0509 29.47 -33.5 
0.3963 0.351 4.265 -11.3 0.3502 4283 ー11.6
2 0.538本 0.533 2.813 -0.88 。5332 2.813 -0.89 
10 1.1341 1. 136 1.32 0.18 % 
100 2.6871 2.66 0.565 -1.05 
1000 6.2048 6.00 0.250 同 3.4
表 2は，式(54)および(55)から種々の I七数に対するご0'を式(56)に代入して求めたヌッ
セルト数 N，げを厳密解5)によるものと比較し，誤差率を添えて表示したものである。
Karll1an1)の速度プロフィルと三次式温度プロフィルの組合わせで得られた式(54)(三肘くと。)
はPγ数 2以上に対して誤差3.4%以下の解を与える。 同様に式(55)(ごo'>~o) は P， 数 1-2 に
対して誤差 11%の範囲内で厳密解と品致する。この場合も， P9数2においてごot=2.813，;0ニ
2.78であるからおよそ to'キむと考えられる。したがって，前と同様に式 (54)は Pr数2以上，
式 (55)は Pr数2以下に対して適用されるものであることが判明する。 しかし，三次式温度プ
ロフィル式(53)とKarll1an1)の速度プロフィルを組合わせることは，本質的には本報の積分
法と同じであるが， つぎのような欠点がある。それは P少数2以ドに対する式(55)は解法
が容易で、あるが本報の式(49)に比べ解の精度が劣ること，および P，数2以上に対する式(54)
は，解の直前に変曲点を有するために Newton-Rapson法などの数値解法によって種々の p，数
に対する fogを決定することの難かしいことの二点である。
つぎに Wagner3)のプロフィル法の概要について述べ， 木報のプロフィル法7)との違いを
指摘する。エネルギ一方程式(19)をごに関して二度積分し境界条件(21)を用いて解けば，無次
元温度 θ(ご)はつぎのようになる。
θ的附(ぽ的5釘)ニr子ρ:〉td川[ (57) 
f主従}足Eつ Mて，任意位置上における局所ヌッセルト数 N仰はつぎのようになる。
5臼悶8創) 凡仇".=ιヂ》巴= 1/)~川~H吋 d氏三 (倒
ここで W仇陶向a昭叩g♂nω1
の関係を用いて r方向無次元速度 F(ミ)に Karll1an4)の速度プロフィルを用い数値積分を行っ
て P，数 0.74に対ずるヌ、ソ七ノレト数 lY/わな計算した。 この解法にltベ， 木i殺の解法は7)エネ
ノレギー 式 (19)を一度積分し積分形釣合式として，温度プロフィルを仮定し速度プロフィルと組
(304) 
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合わせ，結果としておzとp，数の関係を ';otの高次方程式として解くものであり，この過程は
式 (58)を数値積分することに比べるとかなり容易である。なおここで r方向無次元速度 F(ご)
に Cochran2)学の厳密解を)1jl、れば，式 (58)は Sparrow5)等の厳密解を与えるミとになる。
4. 結 -号号日
本報は， /Int止流体中の等温回転円相;~上の F;H流速度境界)ι 温度境界層および熱伝達に l却し，
積分法を用いて理論的解析を行なしv その結果を Karman1)，Cochran2)， Wagner3l， Sparrow 
および (;r叫 gむらの解析伯と比較検討したもので，得られた結論は，およそつぎのように要約
される。
(1) :4~報の方法6) によれば， Karman1lの速皮ヅロフィルに比し，厳密解2)により良く近似
する速度プロフィルを件ることができる。
(2) 本手IAの万法札7)によれば，温度ブロフィノしは Sparrowらの厳密解5)に極めて良く一致
する。
(3) 速度境界)国および温度境界!日の厚さは， PT=2においてItに等しい。
(4) ヌッセルト数 λ7pu について約 7%の誤差を許容すれば，本解法6)，7)は Pr=1-1000
範闘で適胤しうる。
なお，本研究に対し北大工学部斎藤武教授， I克信弘教授および石黒亮二教授により御批判，
御助言をj良いた。付記して謝意を表わしたい。 L昭和47年 5月初日受思)
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